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Аннотация: Приближая экспериментальные точки различными 
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методом наименьших модулей. Однако на практике получил гораздо большее 
распространение метод наименьших квадратов, в котором возможные 
отрицательные значения ликвидируются не модулем, а возведением 
отклонений в квадрат. 
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Abstract: Approaching the experimental points with different functions, we will 
get different values, and it is obvious where this sum is less - that function is more 
accurate. Such a method exists and it is called the method of least modules. However, 
in practice, the least squares method has become much more widespread, in which 
possible negative values are eliminated not by the modulus, but by squaring the 
deviations. 
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Пусть в некоторой предметной области исследуются показатели , 
которые имеют количественное выражение. При этом есть все основания 
полагать, что показатель  зависит от показателя . Это полагание может 
быть как научной гипотезой, так и основываться на элементарном здравом 
смысле. Оставим, однако, науку в сторонке и исследуем более аппетитные 
области - а именно, продовольственные магазины. Обозначим через: 
"Science and Education" Scientific Journal July 2021 / Volume 2 Issue 7
www.openscience.uz 54
 - торговую площадь продовольственного магазина, кв.м., 
 - годовой товарооборот продовольственного магазина, млн. руб. 
Совершенно понятно, что чем больше площадь магазина, тем в 
большинстве случаев будет больше его товарооборот. 
Предположим, что после проведения  наблюдений в нашем 
распоряжении оказываются числовые данные: 
 
С гастрономами, думаю, всё понятно:  - это площадь 1-го магазина,  - 
его годовой товарооборот,  - площадь 2-го магазина,  - его годовой 
товарооборот и т.д.  
Табличные данные также можно записать в виде точек 
 и изобразить в привычной для нас декартовой 
системе . 
Ответим на важный вопрос: сколько точек нужно для качественного 
исследования? 
Чем больше, тем лучше. Минимально допустимый набор состоит из 5-6 
точек. Кроме того, при небольшом количестве данных в выборку нельзя 
включать «аномальные» результаты.  
Если совсем просто - нам нужно подобрать функцию , график 
которой проходит как можно ближе к точкам . Такую функцию 
называют аппроксимирующей или теоретической функцией. Вообще говоря, 
тут сразу появляется очевидный «претендент» - многочлен высокой степени, 
график которого проходит через все точки. Но этот вариант сложен, а зачастую 
и просто некорректен (т.к. график будет всё время «петлять» и плохо отражать 
главную тенденцию). 
Таким образом, разыскиваемая функция должна быть достаточно проста и 
в то же время отражать зависимость адекватно. Как вы догадываетесь, один из 
методов нахождения таких функций и называется методом наименьших 
квадратов. Сначала разберём его суть в общем виде. 
 Пусть некоторая функция  приближает экспериментальные данные 
: 
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Как оценить точность данного приближения? Вычислим  
и разности (отклонения)  между 
экспериментальными и функциональными значениями (изучаем чертёж). 
Первая мысль, которая приходит в голову - это оценить, насколько велика 
сумма , но проблема состоит в том, что разности могут быть и 
отрицательны (например, ) и отклонения в результате такого 
суммирования будут взаимоуничтожаться. Поэтому в качестве оценки точности 
приближения напрашивается принять сумму модулей отклонений: 
 или в свёрнутом виде:  (вдруг кто не знает: - это 
значок суммы, а  - вспомогательная переменная-«счётчик», которая принимает 
значения от 1 до ). 
Приближая экспериментальные точки различными функциями, мы будем 
получать разные значения , и очевидно, где эта сумма меньше - та функция 
и точнее. 
Такой метод существует и называется он методом наименьших модулей. 
Однако на практике получил гораздо большее распространение метод 
наименьших квадратов, в котором возможные отрицательные значения 
ликвидируются не модулем, а возведением отклонений в квадрат: 
, после чего усилия направлены на подбор такой функции 
, чтобы сумма квадратов отклонений  была как 
можно меньше. Собственно, отсюда и название метода. 
И сейчас мы возвращаемся к другому важному моменту: как отмечалось 
выше, подбираемая функция должна быть достаточно проста - но ведь и таких 
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функций тоже немало: линейная, гиперболическая, экспоненциальная, 
логарифмическая, квадратичная и т.д. И, конечно же, тут сразу бы хотелось 
«сократить поле деятельности». Какой класс функций выбрать для 
исследования? Примитивный, но эффективный приём: 
- Проще всего изобразить точки  на чертеже и 
проанализировать их расположение. Если они имеют тенденцию располагаться 
по прямой, то следует искать уравнение прямой  с оптимальными 
значениями  и . Иными словами, задача состоит в нахождении таких 
коэффициентов  - чтобы сумма квадратов отклонений 
 была наименьшей. 
Если же точки расположены, например, по гиперболе, то заведомо 
понятно, что линейная функция будет давать плохое приближение. В этом 
случае ищем наиболее «выгодные» коэффициенты  для уравнения 
гиперболы  - те, которые дают минимальную сумму квадратов 
. 
А теперь обратите внимание, что в обоих случаях речь идёт о функции 
двух переменных, аргументами которой являются параметры разыскиваемых 
зависимостей: 
  
И по существу нам требуется решить стандартную задачу - найти минимум 
функции двух переменных. 
Вспомним про наш пример: предположим, что «магазинные» точки 
 имеют тенденцию располагаться по прямой 
линии и есть все основания полагать наличие линейной зависимости  
товарооборота от торговой площади. Найдём такие коэффициенты «а» и «бэ», 
чтобы сумма квадратов отклонений  была 
наименьшей. Всё как обычно - сначала частные производные 1-го порядка. 
Согласно правилу линейности дифференцировать можно прямо под значком 
суммы: 
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Если хотите использовать данную информацию для реферата или 
курсовика - буду очень благодарен за поставленную ссылку в списке 
источников, такие подробные выкладки найдёте мало где: 
 
Составим стандартную систему: 
 
Сокращаем каждое уравнение на «двойку» и, кроме того, «разваливаем» 
суммы: 
 
Примечание: самостоятельно проанализируйте, почему «а» и «бэ» можно 
вынести за значок суммы. Кстати, формально это можно проделать и с суммой 
 
Перепишем систему в «прикладном» виде: 
 
после чего начинает прорисовываться алгоритм решения нашей задачи: 
Координаты точек  мы знаем? Знаем. Суммы 
 найти можем? Легко. Составляем простейшую систему 
двух линейных уравнений с двумя неизвестными («а» и «бэ»). Систему решаем, 
например, методом Крамера, в результате чего получаем стационарную точку 
. Проверяя достаточное условие экстремума, можно убедиться, что в 
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данной точке функция  достигает именно 
минимума. Делаем окончательный вывод: 
Функция  наилучшим образом (по крайне мере, по 
сравнению с любой другой линейной функцией) приближает 
экспериментальные точки . Грубо говоря, её график проходит 
максимально близко к этим точкам. В традициях эконометрики полученную 
аппроксимирующую функцию также называют уравнением парной линейной 
регрессии. 
Рассматриваемая задача имеет большое практическое значение. В 
ситуации с нашим примером, уравнение  позволяет 
прогнозировать, какой товарооборот («игрек») будет у магазина при том или 
ином значении торговой площади (том или ином значении «икс»). Да, 
полученный прогноз будет лишь прогнозом, но во многих случаях он окажется 
достаточно точным. 
Задача 
В результате исследования взаимосвязи двух показателей, получены 
следующие пары чисел: 
 
Методом наименьших квадратов найти линейную функцию, которая 
наилучшим образом приближает эмпирические (опытные) данные. Сделать 
чертеж, на котором в декартовой прямоугольной системе координат построить 
экспериментальные точки  и график аппроксимирующей функции 
. Найти сумму квадратов отклонений между эмпирическими  и 
теоретическими  значениями. Выяснить, будет ли функция  
лучше (с точки зрения метода наименьших квадратов) приближать 
экспериментальные точки. 
Заметьте, что «иксовые» значения - натуральные, и это имеет характерный 
содержательный смысл, о котором я расскажу чуть позже; но они, разумеется, 
могут быть и дробными. Кроме того, в зависимости от содержания той или 
иной задачи как «иксовые», так и «игрековые» значения полностью или 
частично могут быть отрицательными. Ну а у нас дана «безликая» задача, и мы 
начинаем её решение: 
Коэффициенты  оптимальной функции  найдём как решение 
системы: 
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В целях более компактной записи переменную-«счётчик» можно опустить, 
поскольку и так понятно, что суммирование осуществляется от 1 до . 
Расчёт нужных сумм удобнее оформить в табличном виде: 
 
Таким образом, получаем следующую систему: 
 
Тут можно умножить второе уравнение на 3 и из 1-го уравнения почленно 
вычесть 2-е. Но это везение - на практике системы чаще не подарочны, и в 
таких случаях спасает метод Крамера: 
, значит, система имеет 
единственное решение. 
 
Выполним проверку. Понимаю, что не хочется, но зачем же пропускать 
ошибки там, где их можно стопроцентно не пропустить? Подставим найденное 
решение  в левую часть каждого уравнения системы: 
 
Получены правые части соответствующих уравнений, значит, система 
решена правильно. 
Таким образом, искомая аппроксимирующая функция: 
 - из всех линейных функций экспериментальные данные 
наилучшим образом приближает именно она. 
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В отличие от прямой зависимости товарооборота магазина от его площади, 
найденная зависимость является обратной (принцип «чем больше - тем 
меньше»), и этот факт сразу выявляется по отрицательному угловому 
коэффициенту. Функция  сообщает нам о том, что с увеличение 
некоего показателя  на 1 единицу значение зависимого показателя  
уменьшается в среднем на 0,65 единиц. Как говорится, чем выше цена на 
гречку, тем меньше её продано. 
Для построения графика аппроксимирующей функции найдём два её 
значения: 
 
и выполним чертёж: 
 
Построенная прямая называется линией тренда. 
Вычислим сумму квадратов отклонений  между 
эмпирическими  и теоретическими  значениями. Геометрически - это 
сумма квадратов длин «малиновых» отрезков (два из которых настолько малы, 
что их даже не видно). 
Вычисления сведём в таблицу: 
 
Их можно опять же провести вручную, на всякий случай приведу пример 
для 1-й точки: 
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но намного эффективнее поступить уже известным образом: 
Еще раз повторим: в чём смысл полученного результата? Из всех 
линейных функций у функции  показатель  является 
наименьшим, то есть в своём семействе это наилучшее приближение. И здесь, 
кстати, не случаен заключительный вопрос задачи: а вдруг предложенная 
экспоненциальная функция  будет лучше приближать 
экспериментальные точки? 
Найдем соответствующую сумму квадратов отклонений - чтобы 
различать, я обозначу их буквой «эпсилон». Техника точно такая же: 
 
И снова на всякий пожарный вычисления для 1-й точки: 
 
Вывод: , значит, экспоненциальная функция  
приближает экспериментальные точки хуже, чем прямая . 
Но тут следует отметить, что «хуже» - это ещё не значит, что плохо. 
Сейчас построил график этой экспоненциальной функции - и он тоже проходит 
близко к точкам  - да так, что без аналитического 
исследования и сказать трудно, какая функция точнее. 
На этом решение закончено, и я возвращаюсь к вопросу о натуральных 
значениях аргумента. В различных исследованиях, как правило, экономических 
или социологических, натуральными «иксами» нумеруют месяцы, годы или 
иные равные временные промежутки. Рассмотрим, например, такую задачу: 
Имеются следующие данные о розничном товарообороте магазина за 
первое полугодие: 
 
Используя аналитическое выравнивание по прямой, определите объем 
товарооборота за июль. 
Да без проблем: нумеруем месяцы 1, 2, 3, 4, 5, 6 и используем обычный 
алгоритм, в результате чего получаем уравнение  - 
"Science and Education" Scientific Journal July 2021 / Volume 2 Issue 7
www.openscience.uz 62
единственное, когда речь идёт о времени, то обычно используют букву «тэ» 
(хотя это не критично). Полученное уравнение показывает, что в первом 
полугодии товарооборот увеличивался в среднем на 27,74 д.е. за месяц. 
Получим прогноз на июль (месяц №7):  д.е. 
Предположим, что расположение экспериментальных точек 
 напоминает гиперболу. Тогда чтобы отыскать 
коэффициенты  наилучшей гиперболы , нужно найти минимум 
функции  - желающие могут 
провести подробные вычисления и прийти к похожей системе: 
 
С формально-технической точки зрения она получается из «линейной» 
системы  (обозначим её «звёздочкой») заменой x на 
. Ну а уж суммы-то  рассчитаете, после чего до оптимальных 
коэффициентов «а» и «бэ» рукой подать. 
Если есть все основания полагать, что точки  располагаются 
по логарифмической кривой , то для розыска оптимальных значений 
 и  находим минимум функции . Формально в 
системе (*) нужно заменить  на : 
 
С экспоненциальной зависимостью   ситуация чуть сложнее. 
Чтобы свести дело к линейному случаю, прологарифмируем функцию и 
воспользуемся свойствами логарифма: 
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Теперь, сопоставляя полученную функцию с линейной функцией , 
приходим к выводу, что в системе (*) нужно  заменить на , а  - на . 
Для удобства обозначим : 
 
Обратите внимание, что система разрешается относительно  и , и 
поэтому после нахождения корней нужно не забыть найти сам коэффициент 
. 
Чтобы приблизить экспериментальные точки  оптимальной 
параболой , следует найти минимум функции трёх переменных 
.  
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